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Resumen

En este articulo se presenta una revision del analisis de confiabilidad asi como
de los modelos paramétricos importantes empleados para la determinacion
de la funcién de confiabilidad y hazard. La estimacion de los pardmetros es
obtenida con el método de maxima verosimilitud. Se utiliza el criterio de
informacién Akaike para comparar los modelos y se presenta una aplicacion
del andlisis de confiabilidad a una empresa proveedora de internet, en la cual
se estiman las funciones de confiabilidad y hazard con datos censurados tipo
I, los que corresponden a los tiempos de fallas en las conexiones de los
clientes generadas de junio 2012 a diciembre 2014.

Palabras clave: Funciéon de confiabilidad, funcibn de hazard, datos
censurados, maxima verosimilitud.
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Abstract

In this article a review of the reliability analysis as well as the important
parametric models used for determining the reliability and hazard functions is
presented. The parameter estimation is obtained with maximum likelihood.
The Akaike information criterion is used to compare models. Finally, an
application of reliability analysis to an Internet service provider is presented, in
which, the reliability and hazard functions are estimated with type | censored
data, which correspond to the failure times in the costumer connections
recorded from june 2012 to december 2014.

Keywords: Reliability function, hazard function, censored data, maximum
likelihood.

Introduccion

La confiabilidad de un sistema esta intimamente ligada a su calidad y en muchos casos es un
requerimiento para evitar poner en riesgo sus recursos. Los modelos de confiabilidad proveen la
capacidad de: interpretar requisitos, predecir la confiabilidad de unidades en el sistema,
identificar los puntos de mejora en el sistema, determinar estrategias de rentabilidad y
mantenimiento.

Los trabajos que muestran la relevancia que ha tomado el papel de la confiabilidad dentro de
los distintos sectores econdmicos son muy variados. Por ejemplo, en el sector primario, la
aplicacién de la confiabilidad ha ofrecido escenarios que permiten redisefiar los planes de
excavacion como lo es el caso de estudio de una maquina rozadora elaborado por Hoseinie
etal.,, (2013). Respecto al sector industrial, los estudios de confiabilidad en la industria
energética incluyen la comparacién de alternativas de generacion eléctrica, la seguridad en
centrales nucleares y la supervivencia de interruptores de potencia en las investigaciones
desarrolladas por Torres Valle et al., (2010) y Gondres Torné et al., (2013) respectivamente.
También han surgido técnicas de confiabilidad estructural, empleadas en la industria de la
construcciéon como se puede ver en los trabajos de Breccolotti & Materazzi (2010) y M. J. & T.C.
(2012). La industria electronica también se ha visto beneficiada, por ejemplo, por las
investigaciones realizadas por Upadhyay & Johri en 2013 y Jung et al., (2014), que van desde
la reduccion de tamafio, nimero de componentes y resistencia de circuitos integrados hasta la
evaluacion de la confiabilidad de software. En la industria automotriz, los trabajos de Zhou
etal., (2012) y He et al., (2014) son otros ejemplos de la aplicacion de confiabilidad en la
evaluacion de los sistemas de los automoviles y la reduccion de costos por garantia.

La confiabilidad en la industria en general es un tema critico para poder mantener un alto nivel
de seguridad y lograr una minimizacién de costos en sus sistemas, sin embargo, también se ha
convertido en un punto crucial para el sector de servicios en cuestion de calidad. Por mencionar
algunos ejemplos de aplicacion de la confiabilidad en el sector econémico tenemos los trabajos
de Berman et al., (2003), quienes determinaron la ubicacion de estaciones de servicio; por su
parte Voronova (2011) llevd a cabo la evaluacion de instituciones; Machado Quevedo et al.,
(2012) realizaron el desarrollo de estrategias para la venta de servicios, Yifeng & Rube (2013)
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llevaron a cabo una distribucién y administracion de alimentos, mientras que Ravi Sekhar et al.,
(2013) y Van Oort (2014), realizaron la mejora de los servicios de transporte.

Respecto a las aplicaciones de confiabilidad en empresas que prestan servicios de internet se
han realizado pocos trabajos, de los que podemos citar a Kalyanakrishnan et al., (1999) y Shi
et al., (2012) quienes proponen metodologias para analizar sitios web y redes computacionales.

La confiabilidad de una red de internet es la probabilidad de que esa red funcione o desarrolle
una cierta funcion, bajo condiciones fijadas y durante un periodo de tiempo determinado. La
disponibilidad de una red normalmente se usa como una medida de la confiabilidad y
representa el tiempo durante el cual las conexiones se podrian dejar desatendidas sin que éstas
fallen.

Pese a la amplia gama de trabajos de aplicacion existentes, uno de los principales problemas a
los que se enfrenta la confiabilidad es la determinacién de los modelos que presentan las
distribuciones de los tiempos de vida o de funcionamiento de la unidad experimental. En este
articulo se realiza una aplicaciéon del estudio de confiabilidad a un proveedor de servicios de
internet para determinar las funciones de confiabilidad y de riesgo que describen el
comportamiento de las fallas en su red.

Analisis de confiabilidad

En esta y en las siguientes dos secciones se mostraran las férmulas y principales resultados que
seran utilizados en el desarrollo de la investigacion.

Sea T la variable aleatoria que se refiere al tiempo de vida del objeto de observacion. Entonces
se establece que todas las funciones, a menos que se indique lo contrario, se definen en el
intervalo [0,~). Bajo esta premisa, se considera a T una variable aleatoria no negativa que
representa el tiempo de funcionamiento de un sistema, tiempo de fallas de algiin componente,
etcétera.

Funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.). Si T es una variable aleatoria continua, entonces la
f.d.p de T es una funcion f;(t) no negativa, y para dos nUmeros cualesquiera, ay b,cona < b

P(@<T <b)=[ fr(t)dt. 1)

Cuando a —» —o y b — , laintegral vale 1.

Funcidén de distribucién acumulada (f.d.a.). La f.d.a. o simplemente funcion de distribucion F(t)
de una variable aleatoria T se define como:

F(t) = P(T < ). @)

F(t) es una funcién continua, no negativa y monoétona no decreciente en todos los reales, tal que

En el caso continuo, sea f(t) laf.d.p.de T, entonces su f.d. a. estara dada por
_________________________________________________________________________________________________________________
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F(t)=P(T <t) =[] f(x)dx. (3)

Funcion de confiabilidad

El grupo de interés de esta funcién son los objetos, unidades o elementos que mantienen su
correcto funcionamiento mas tiempo de lo esperado o después de una fecha especifica
(Hoagland, 2008). El analisis estadistico del resultado arrojado por la funcién permite comparar y
contrastar los sobrevivientes y no sobrevivientes en un conjunto.

La probabilidad de un buen funcionamiento o de sobrevivencia, por un tiempo mayor que t, del
objeto de estudio esta dada por (Kalbfleisch & Prentice, 1980):

S@) =P(T > t), (4)

es decir,

S@) =1—F(). (5)

La funcion de confiabilidad tiene las siguientes propiedades:

e S(t) es una funcién continua mondétona no creciente.
e S(0)=1.
e S(o0) =lim.,,, S(t) = 0.

Funcion de hazard

La funcidon de hazard o riesgo, puede aumentar, disminuir o ser constante en el tiempo con
respecto a la funcion de confiabilidad (Hoagland, 2008) y se utiliza para expresar
porcentualmente el riesgo o tasa de fallo (condicional) de una unidad en un instante de tiempo t
(Solano Hurtado, 2008), un valor elevado de la funcién de riesgo implica que la probabilidad de
fallo es menor conforme transcurre el tiempo.

La funcion de riesgo h(t) se define como la tasa instantanea de muerte o falla en el tiempo t, es
decir, la probabilidad de que el elemento de estudio dure un tiempo At dado que ha
funcionado un tiempo t:

MO=§% (6)
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Modelos importantes

Si se asume que la variable aleatoria T, que cuantifica el tiempo desde el origen hasta un evento,
sigue una distribucidon determinada, se pueden cuantificar las probabilidades de sobrevivir a un
determinado tiempo t. La distribucidon exponencial, Weibull y gamma son algunos de los
modelos univariados mas comunes que tienen una utilidad amplia en diferentes situaciones.

Distribucion exponencial

El modelo mas simple de analisis de supervivencia es el modelo exponencial. Sea T una variable
aleatoria (v.a.) que representa el tiempo de vida de un componente. Se dice que T tiene
distribucién exponencial con parametro A > 0 (y se denota T~exp(1)), si su funcion de densidad
esta dada por (Garcia Conde, 2013):

f(t) =2, t>0, (7)

donde 1 es un parametro de escala 'y E(T) = 1/2 yV(T) = 1/22. La funcién de confiabilidad
correspondiente es

S(t) = e ™, (8)
Asi, su funcién de hazard es constante:
Ae—lt
h(t) =" = A, 9)

lo que asume que la tasa de peligro es constante.

Distribucion Weibull

El modelo Weibull afiade un parametro de forma al modelo exponencial para que la funcion de
riesgo no sea constante (Pérez-Hoyos, 1997). Se dice que una v.a. continua no negativa T tiene
distribucién Weibull con parametros a > 0 (pardmetro de forma) y g > 0 (parametro de escala) y
se denota T~Weibull(a, B) si su funcion de densidad esta dada por (Bautista Espinosa, 2011):

ro=5()" (10)
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Entonces
E(T)=Br(1+1/a) y V(T) = B3[F(1 + 2/a) — T2(1 + 1/a)].
Ademaés la funcién de confiabilidad esta dada por:
S@)=e{@i (11)

mientras que su funcién de hazard es:

Mﬂ:%@fﬂ. (12)

Distribucién gamma

Una v.a. T tiene distribuciéon gamma con parametros k >0y A > 0, si su f.d.p. es de la forma
(Bautista Espinosa, 2011):

X(Xt)k_le_)Lt
(k)

f@) = , t>0, (13)

donde 1 es el pardmetro de escala y k parametro de forma de manera que si denotamos a la
distribucién Gamma(4, k).

Las funciones de confiabilidad y de hazard involucran a la funcion gamma incompleta dada por:

I1(k,x) = %fox uk~le " du. (14)

Integrando se puede encontrar la funcion de confiabilidad:

S@) =1—1I(k,At). (15)

La funcién de hazard esta dada por

)\(At)k_le_“

h(t) = T(k)(1-1(k,At))’

(16)
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Los fendmenos aleatorios que ocurren en la naturaleza, procesos de produccién, problemas
sociales, entre otros, con frecuencia no tienen un comportamiento que pueda ser descrito con
alguno de los modelos aleatorios anteriores, esto se debe, entre otras causas, a que en la
descripcion de la poblacién se tengan varios maximos o distribuciones con semejanza a las
distribuciones comunes, pero con ciertas diferencias que hacen que una sola distribucién no
ajuste satisfactoriamente los datos. Por tales razones se requiere de funciones de densidad mas
flexibles como la mezclas de densidades.

Modelos de mezclas

Los modelos de mezclas finitas son una potente herramienta para describir el comportamiento
de las observaciones de algun experimento que puede tener grupos internos que no se pueden
describir con las distribuciones clasicas.

Sean Y, ..., Y, m variables aleatorias con el mismo soporte y vector de parametros 6; para
i =1,...,m, respectivamente. Las mezclas de distribuciones suele realizarse cuando pertenecen
a la misma familia, pero proponiendo diferentes paradmetros.

Denotando por fy,(-) a la funcién de densidad de la variable aleatoria ¥; para i =1,...,m, la
funcion de densidad del modelo de la mezcla finita esta dada por:

f(;0) =X mify,(v; ), (17)
en donde m; son valores no negativos, llamados pesos de las variables aleatorias, tales que

Y =1y0=(m,0y,..,0,) conm = (7y, ..., Tpy).

Mezclas de dos componentes de densidad normal con varianzas diferentes

La funcidon de densidad de probabilidad de una mezcla de dos distribuciones normales con
varianzas of y o5 y medias p, y p, estd dada por:

fxu,p2,0%) = pfi(x; py,0f) + (1= p) (x5 b, 03). (18)

en donde f; representa la funcion de densidad normal y p el peso que se le da a esta funcion,
similarmente f,.

Mezclas de dos componentes de densidad exponencial

La funcion de densidad de probabilidad para la mezcla de dos distribuciones exponenciales
estard dada por

[0, 22) = pfi(x; ) + (1 = p)f>(x; 12), (19)
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en donde f; representa la funcion de densidad exponencial y p el peso que se le da a esta
funcién, similarmente f,.

Mezclas de dos componentes de densidad Weibull

La funcion de densidad de probabilidad de la mezcla de dos distribuciones Weibull con dos
parametros estara dada por:

fOaq, By, az,B2) = pfi(x ay,Br) + (1 —p)fa(x; az, B) (20)

en donde f; representa la funcion de densidad Weibull y p el peso que se le da a esta funcion,
similarmente f,.

Con el planteamiento anterior de los modelos de mezclas se puede observar la complejidad del
tema al momento de estimar los parametros. Se han utilizado diferentes métodos para este
propoésito, uno de ellos es el método de méxima verosimilitud que por sus propiedades genera
la mejor estimacion de los parametros en la mayoria de los casos.

Método de maxima verosimilitud para espacios paramétricos continuos

La funcién de verosimilitud de n variables aleatorias Xi, ..., X,, esta definida como la densidad
conjunta de las n variables, es decir, f(x; 04, ..., 8,,), la cual es considerada como una funcién de
04, ...,0,,. En particular, si X,,..,X, €s una muestra aleatoria de densidades f(x;6,,...,6.),
entonces la funcién de verosimilitud es:

1y ey X3 01,00, Om) = 721 f (x5 01, e, O)- (22)

La funcion de verosimilitud es una funcion de 6,, ..., 6,, y suele utilizarse la notacién

L(@l, oy em; X1, ...,xn) = f(xl, ey X 91, ey em). (22)

La funcion de verosimilitud L(6,,...,0,,; x4, ...,x,) da la verosimilitud cuando las variables
aleatorias asumen un valor particular x4, ..., x,,. Si se denota por Q2 al espacio de parametros, se
tiene que el problema de los estimadores de maxima verosimilitud consiste en determinar el
valor de (0, ...,6,,) = 8 € Q, que sera denotado por 8, y es tal que maximiza la funcién de
verosimilitud L(8; x,, ..., x,,). El valor de 8, que maximiza la funcién de verosimilitud en general es
una funcién de x4, ..., x,,, €s decir,

0= 9 (X1, e, X))
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Cuando lo anterior sucede, la variable aleatoria ® = g(X,, ..., X,,) es llamada el estimador de
maxima verosimilitud del parametro 8 (EMV de 9).

Método de maxima verosimilitud para los modelos de mezclas finitas

Para determinar los estimadores de maxima verosimilitud de un modelo de mezclas bajo una
realizacion x,,x,,...,x, de tamafio n el problema es considerablemente complejo porque la
funcién de verosimilitud o log-verosimilitud estan dadas por:

L(O]x) = [Tj=; 2iZ; mif i (x5 0;), (23)

o con la funcién logaritmo

£(61x) = [T}, log(X12, mifxi (x5 6;)) - (24)

Entonces, el problema de encontrar los valores 0 = (m,6,,...,6,,) con m = (7,7, ..., Ty) Y
Y, m =1 para los que L(08]x) o £(#|x) alcanzan el maximo, es bastante complejo por la gran
cantidad de parametros que se tienen que estimar y es necesario combinar métodos
matematicos y computacionales para tal efecto.

El avance de las computadoras de alta velocidad propicié que investigadores centraran su
atencién en la aplicacion del método de méxima verosimilitud, tal es el caso del Vladimirovna
Panteleeva et al., (2015), quienes proponen un algoritmo de recorridos basado en el método de
Monte Carlo para estimacién de parametros mendiante el método de méaxima verosimilitud. El
algoritmo recude el tiempo en los calculos y mejora la estimacién en la mayoria de los casos
frente a otros métodos predeterminados en paquetes computacionales.

Censura

Existen ocasiones en las que sé6lo se tienen datos completos de la variable de interés T una parte
de las n unidades o individuos de la muestra que se desea analizar, mientras que del resto
solamente se tiene informacién parcial o incompleta (Solano Hurtado, 2008) y como
consecuencia se dice que gran parte de los datos de la muestra vienen con censura. El primer
encuentro del analisis de confiabilidad con la censura se encuentra con el establecimiento o
identificacion del tipo de experimento que se realizara:

Experimento con censura tipo |. Se aplica cuando se observa a cada individuo en un tiempo
C; > 0 fijo de antemano, tal que T; es observado en el i-ésimo tiempo, si T; < C;, de otra manera
solo se conoce que T; > C;.
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Experimento con censura tipo Il. Se aplica cuando se inicia el estudio de n individuos durante un
tiempo, el estudio se termina una vez que la r-ésima falla ocurra. La desventaja que presenta este
tipo de censura es que el tiempo total t(r) en que la prueba se ejecutari es aleatorio y se
desconoce al principio de la prueba.

Experimento con censura aleatoria. Se asume que cada individuo tiene tiempo de vida T y
tiempo de censura C, donde T y C son variables aleatorias continuas e independientes, con
funcién de supervivencia S(t) y G(t) respectivamente, ademas todos los tiempos de vida y
tiempos de censura se asumen mutuamente independientes, ademas se asume que G(t) no
depende de alguno de los pardmetros de S(t).

Estimacion de la confiabilidad en una empresa proveedora de internet

A principios de 2015, se realizé un estudio de confiabilidad en una empresa proveedora de
servicios de internet, la cual ofrece servicios al oriente del Estado de México. Las fallas de las
conexiones de los clientes se registraron durante el periodo comprendido entre junio de 2012y
diciembre de 2014. Los registros de las fallas en la red tienen 1,031 reportes y fueron sometidos
a un proceso de depuracién empleando censura tipo | en los datos a partir de enero de 2015.
Por lo tanto, la base de datos obtenida se redujo a 681 registros de fallas en estas conexiones.

A partir de la base de datos depurada, se buscé el modelo con el mejor ajuste de los datos. Se
utilizaron las distribuciones exponencial, Weibull, y gamma, asi como las mezclas de dos
componentes Normal-Normal, Exponencial-Exponencial y Weibull-Weibull. El criterio de
informacién Akaike (aiC) fue utilizado para elegir el mejor modelo, que se elige con el valor minimo
AIC, Akaike (1974). La estimacion de parametro en las mezclas se hizo con el método de méxima
verosimilitud a través del algoritmo de recorridos. Los resultados obtenidos se muestran en la
tablal.

Tabla I: Valor del AIC en el modelo de mejor ajuste

Distribucion AlC EMV

Exponencial 3216.5 A =14.077

Weibull 3199.3 B =1.190,& = 14.917

Gamma 3201.7 @& = 1.297,4 = 0.093

Normal-Normal 3249.5 p =0.539,4; =21.769,6, = 108.412, /i, = 5.416,5, = 11.187

Exponencial-Exponencial = 3218.5 =0.835,5;, = 14.077, 3, = 14.085

Weibull-Weibull 3179.8 P =0.590,8, = 1.312,&, = 7.350,5, = 2.835,&, = 27.566

>

Se puede observar en la tabla | que el valor minimo del AlC se obtiene con la mezcla de
funciones Weibull, por lo tanto, la mezcla Weibull-Weibull es el modelo que mejor se ajusta a los
datos correspondientes a las fallas en las conexiones a internet de los clientes. Entonces,
definiendo a la variable aleatoria T como la cantidad de meses que tiene una conexién instalada
al presentar una falla y remplazando los Emv del mejor modelo de ajuste en (20), (3), (5) y (6), se
obtienen las estimaciones de las funciones de densidad, confiabilidad y hazard y estan dadas
por:
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0.312 1312 1.835 2.835
f() = 0.105 (rtso) e_(ﬁ) + 0.042 (27.;66) e_(27.t566)
t 1.312 t 2.835
5@ = 059 3 + 0410 (@7
t 0.312 t 1.835
h(t) = 0.105 (m) +0.042 (27.566)

Las graficas de f(t), S(t) y h(t) se muestran en las figuras 1, 2 y 3 respectivamente.
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Tabla II: Estimacion de la funcién de confiabilidad y de hazard

t S| _h®) |

0 1 0

1 0.958 0.057
2 0.902 0.070
3 0.843 0.080
4 0.785 0.088
5 0.730 0.095
6 0.679 0.101
7 0.633 0.107
8 0.591 0.112
9 0.554 0.117
10 0.520 0.122
11 0.489 0.127
12 0.461 0.132
13 0.436 0.136
14 0.412 0.141
15 0.390 0.145
16 0.368 0.150
17 0.348 0.154
18 0.328 0.158
19 0.308 0.163
20 0.289 0.167
21 0.270 0.172
22 0.251 0.176
23 0.232 0.180
24 0.214 0.185
25 0.196 0.189
26 0.179 0.194
27 0.162 0.198
28 0.146 0.203
29 0.131 0.208
30 0.116 0.212
31 0.103 0.217
32 0.090 0.222
33 0.078 0.227
34 0.067 0.232
35 0.058 0.236
36 0.049 0.241

Discusion

En la figura 2 se puede observar una funcién de confiabilidad decreciente lo cual implica que la
probabilidad de que una conexién no falle va disminuyendo conforme pasan los meses después
de su instalacion. En cuanto a la figura 3, se observa una funcién de hazard creciente, es decir, la
probabilidad de que una conexion presente una falla dado a que no ha fallado en los meses
anteriores va aumentando después de su instalacion; ademas esta probabilidad aumenta
rdpidamente durante los primeros cinco meses después su instalacion, aproximadamente.
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La tabla Il contiene la evaluacién puntual de las funciones de confiabilidad y hazard estimadas de
las conexiones para los primeros tres afios (36 meses) después de su instalacion. Se puede
observar que la probabilidad de que una conexidn no falle, S(t), va disminuyendo conforme
transcurre el tiempo como se observaba graficamente y que en efecto, su riesgo de fallar, h(t),
incrementa rapidamente en los primeros cinco meses y después aumenta de manera constante.

Conclusiones

De los seis modelos paramétricos considerados para el ajuste, el modelo que mejor ajusté a los
datos disponibles de las fallas de acuerdo al AIC, es la mezcla de dos distribuciones Weibull,
seguida de las distribuciones Weibull y gamma. Los parametros del modelo de mezcla fueron
estimados con el método de maxima verosimilitud mediante el algoritmo de recorridos sin
presentar algun problema propio del método. Una vez seleccionado el modelo paramétrico que
describe los tiempos de fallo de las conexiones, fue posible la estimacion de la funcién de
confiabilidad y de hazard.

Una de las ventajas de la estimacién de la confiabilidad bajo un modelo paramétrico, mezcla de
funciones Weibull, es que se permite estimar la probabilidad de fallo en cualquier mes después
de la instalaciéon de la conexidn, por ejemplo, la probabilidad de que una conexién no falle
después de tres afios (36 meses) de su instalacion es de 4.9% y después de 5 afios es de 0.004%,
es decir, la probabilidad de que una conexion falle a los 60 meses de instalada es practicamente
del 100%.

En el desarrollo de la investigacion fue posible mostrar una aplicacion de los modelos de
mezclas finitas de densidades a la confiabilidad de sistemas por medio de datos censurados
tipo I. Finalmente, el modelo propuesto se aplicé satisfactoriamente a una empresa de servicios
de internet.
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