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Resumen

Los objetos que se encuentran sujetos a un trabajo o esfuerzo constante son
susceptibles de fallar con el paso del tiempo. Estas fallas pueden presentarse de
manera aleatoria y si son maquinas costosas o equipos dificilmente reparables como los
satélites en Orbita los costos son altisimos, de ahi el interés de estudiar este tipo de
técnicas para analizar la tasa de falla. En el presente trabajo se utiliza la prueba
estadistica no paramétrica conocida como “prueba de Epstein”. Esta prueba, fue
disefiada para determinar si el comportamiento de un objeto o aparato que se encuentre
en un funcionamiento continuo y el cual, es susceptible a fallar de manera aleatoria,
presenta una tasa de falla creciente (IFR). Como elemento experimental se analizé una
banda elastica de latex de tipo comercial y se contrasté la hipotesis de un
comportamiento IFR en la misma.

Palabras clave: Distribucion de probabilidad, Confiabilidad, Funcién tasa de falla, IFR,
resistencia de los materiales.

Abstract

Objects or materials that are subject to constant effort are likely to fail over time. These
failures can occur randomly and if they are expensive machines or equipment hardly
repairable as the satellites in orbit the costs are very high, hence the interest to study this
type of techniques to analyze the failure rate. In the present work we use the
nonparametric statistical test known as "Epstein test". This test was designed to
determine if the behavior of an object or apparatus that is in continuous operation and
which is susceptible to random failure, has an increasing failure rate (IFR). As
experimental material we analyze a commercial latex elastic band and tested the
hypothesis of an IFR behavior.

Keywords: Distribution function, Reliability, Failure rate function, IFR, resistence of the
materials.
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1. INTRODUCCION

a necesidad de analizar la tasa de falla en bandas elasticas surge debido a que en clases de

laboratorio de fisica basica a nivel superior, una de las preguntas que es comun que los

estudiantes realicen, consiste en saber si estas bandas elasticas pueden emplearse para la
elaboracion de dinamémetros por su alta elasticidad. Sin embargo, para responder a dicha pregunta
los estudiantes realizan experimentos de tensién para incrementos sucesivos de cargas. Asi, de este
experimento, surgen limitantes sobre su uso, ya que el comportamiento de éstas es no lineal debido a
su origen viscoelastico, a diferencia de lo que sucede con los resortes donde el comportamiento es
puramente elastico, estas caracteristicas andmalas en las bandas muestran un efecto de relajacién
(Popov (2000)), evidenciado por un incremento gradual de su longitud inicial cada vez que se retira la
carga. De aqui surgen varias preguntas de investigacion para los estudiantes, pero la que concierne al
presente estudio es: al aplicar una carga constante a estas bandas elasticas: ¢ Cuanto tiempo tarda en
romperse? ¢Qué tan susceptible es de fallar esta banda elastica de manera aleatoria? Este interés
surge en el laboratorio, ya que se discute la importancia de un disefio de experimentos en donde se
alcance la meta deseada. Entonces se genera la necesidad del uso de la probabilidad y estadistica
para determinar la probabilidad y el concepto de tasa de falla.

Determinar el momento en que un equipo, componente u objeto va a fallar, no es posible, debido a
gue el tiempo en que se va a presentar la falla es una variable aleatoria, y como tal tiene una
distribucion de probabilidad que, describe la probabilidad de sobrevivencia del objeto en un
determinado momento del tiempo. Sin embargo, a pesar de lo descrito previamente, resulta
generalmente imposible describir con precision la funcién de distribucién de probabilidades del tiempo
de falla. Se han hecho clasificaciones de dichas funciones de distribucién de acuerdo a si cumplen
una determinada caracteristica 0 no, como la IFR (Increasing Failure Rate), NBU (New Better than
Used), HNBUE (Harmonic New Better tan Used in Expectation), entre otras, Barlow (1981) o Cedefio
(2011). De tal manera que se pueda solventar el desconocimiento de la funcion de distribucion exacta,
o al menos precisar (con una determinada probabilidad) si pertenece a una clase especifica o no.

En la siguiente seccién se presentan las principales definiciones y conceptos bésicos de la llamada
teoria de la confiabilidad, en particular dirigiéndose a la definicibn de la clase de funciones de
distribucion llamada IFR.

Posteriormente se explica el concepto del Tiempo Total de Prueba (Total Time Test), que es
empleado para la construccién de un estadistico no paramétrico, que sera utilizado en la prueba de
hipotesis apropiada a contrastar la clase IFR.

Finalmente, se analiza una banda elastica comercial de latex, para concluir si ésta presenta
caracteristicas IFR o no. Debido a que en la practica es de gran utilidad conocer el rendimiento de
ciertos materiales o componentes respecto al desgaste que sufren al realizar un trabajo de forma
continua.

2. METODOS Y MATERIALES

La funcion de distribucion de la variable aleatoria que describe el tiempo de vida de un componente,
sistema, objeto o persona, suele ser referida con el nombre de distribucion de vida. Asi, de manera
formal, se dice que, si la variable aleatoria X describe el tiempo de falla del componente, entonces la
confiabilidad del componente (o de la variable aleatoria X) est4 dada en la expresién (1).

Fx) = P[X > x] @)
Si X tiene funcién de densidad continua, entonces se define a la funcion tasa de falla de X en (2)
fx)
= =) > 0 2
() =7 ) x &)
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Hines (2008) muestra la descripcion de la obtencién de (2). La ecuacion (2) también es llamada tasa
de falla instantanea al tiempo x. El comportamiento de r(x) describe caracteristicas del componente
en operaciones a lo largo del tiempo. Asi, se tiene que,

e Sir(x) permanece constante a lo largo del tiempo, puede ser indicativo de fallas aleatorias.

e Si r(x)tiene un comportamiento como funcién mondétona creciente, es indicativo de que el
componente es mas susceptible a fallar conforme pasa el tiempo, se dice que la falla se
presenta debido al desgaste.

e Si r(x) tiene un comportamiento como funcién monoétona decreciente a lo largo del tiempo,
esto es indicativo de que el componente tenia una alta probabilidad de fallar al inicio de
comenzar operaciones, esto puede deberse a un mal proceso de produccioén, o fallas debidas
a la baja calidad del material con que se elaboran los componentes, etc.

En la literatura del analisis de supervivencia a la componente con tasa de falla creciente se le llama
IFR (Increasing Failure Rate), y si presenta una tasa de falla decreciente, entonces es llamado DFR
(Decreasing Failure Rate). Asi, para referirse a la distribucion de vida de la variable aleatoria que
describe la falla, se dice que es IFR o DFR. Ademas, se debe resaltar que al ser la distribucién
exponencial, la Gnica con tasa de falla constante (ver Barlow (1981)), ésta se encuentra en la frontera
de la clase de distribuciones de vida del tipo IFR y las del tipo DFR, siendo la Unica distribucién en ser
IFR y DFR.

Puede presentarse que, para cierta distribucion la funcién tasa de falla (2) no sea mondtona creciente
o decreciente para todo x > 0, en este caso la IFR o DFR no es aplicable. Para conocer otro tipo de
clases de distribuciones de vida y las relaciones existentes entre ellas puede verse Cedefio (2011).

En general se tiene interés en conocer las caracteristicas de sobrevivencia y de envejecimiento de un
objeto, del cual se tienen muchas unidades idénticas en stock, para conocer esto se realiza la
siguiente prueba. Se toma una muestra aleatoria de tales objetos y se ponen a funcionar de manera
independiente; una vez que uno de ellos falla 0 se descompone, se registra el tiempo en el que esto
ocurre, y no son reemplazados. Especificamente, sea X; la variable aleatoria que describe el tiempo
de la falla del objeto i. Cada una de estas variables aleatorias tiene la misma distribucion de
probabilidades (pues son idénticas) pero desconocida (pues en caso de conocerse, no seria necesaria
la realizacion de dicha prueba). La Figura 1, describe visualmente a modo de ejemplo, la prueba
descrita con 5 objetos.

tiempo

1
1 7

10

Figura 1. Variables aleatorias que describen el tiempo de falla de objetos.

Conforme va transcurriendo la prueba, se van registrando las fallas una por una, del total de n objetos.
Asi, el estadistico de orden X;, describe el tiempo en que fallo el i-esimo objeto. Suponiendo que no
existen 2 0 mas fallas simultaneas, se cumple:
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X(l) < X(Z) < < X(Tl)

En este ejemplo de la gréafica de la Figura 1 se tiene que:

Xy = Xa,
X2y = Xs,
X3y = X3,
Xy = X1,
Xy =X,

Ahora se pregunta, ¢, Cual fue el tiempo total de realizacion de la prueba?

Desde nuestra perspectiva cronoldgica del tiempo, se puede decir que la prueba termind o concluyé
en el momento en que el tltimo componente presenta la falla, es decir, el tiempo Xs). Pero lo correcto
seria decir que el tiempo total de la prueba esta dado en (3)

Zn:Xi ()

Dado que cada objeto estaba realizando su propia prueba, de manera independiente al resto.

Observe que los tiempos descritos, se pueden visualizar en la Figura 2.

tiempo

] | ] 1 1 ] 1 1 | l
1 T 1 U T 1 I 1 1 T 7
| 1

2 3 4 5 &6 7 8 9 10
Figura 2. Descomposicion de variables aleatorias como diferencia de estadisticos de orden.
En general, note que, n objetos registraron un tiempo de funcionamiento X, luego, n — 1 objetos
registraron un tiempo de funcionamiento X, — X,y inmediatamente posterior al tiempo Xy, y asi
sucesivamente hasta que un solo objeto registrd un tiempo de funcionamiento Xy — X1
inmediatamente posterior al tiempo X, _1).

Cada uno de estos eventos define una variable aleatoria D; llamada espaciamiento normalizado,
definida (4)
Di=m—i+1) (X —Xg-p)coni=1,..,n (4

En la Figura 2, cada espaciamiento normalizado corresponde a la suma de cantidades del color
correspondiente. De esta forma se puede definir el tiempo total de la prueba (Total Time Test, TTT),
en términos de espaciamientos normalizados, como:

n n n
TTT = ZXL = Z Di =Z(Tl —i+ 1)(X(l) - X(i—l))
i=i i=i i=i

Donde solo resta definir X, = 0.
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Ahora si se consideran las n sumas parciales de los espaciamientos normalizados. Sea S; la j-ésima
suma parcial, es decir,

j

i=i

En Ross (1996, pag. 67 y 68) se comenta y se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 1. Para un Proceso de Poisson.

Sea T un tiempo fijo en el futuro, suponga que r eventos independientes ocurren durante el intervalo
de tiempo (0,T) descritos como Y; <Y, <--<Y,; entonces estds r variables cuando estan
“desordenadas” se encuentran distribuidas uniformemente sobre el intervalo (0,T).

Por el Teorema 1 se sabe que las variables aleatorias X; se encuentran uniformemente distribuidas en
el tiempo total de la prueba (0,S,). De esta forma la suma parcial S; esta uniformemente distribuida en
el intervalo (0,S,,). Entonces la estandarizacion (5)

Si

S ®)

se encuentra uniformemente distribuido en (0,1) para todo i = 1, ...,n — 1, por lo tanto.
E[Si] 1 v [Si] 1
—| =z Var|—| ==
S, 2 Sl 12
Nota. Es necesario enfatizar que el desarrollo y conclusién inmediata anterior, es valido cuando la
cantidad o nimero de eventos que se realizan es descrito mediante un Proceso de Poisson, tal y
como se describe en el Teorema 1. Como es bien conocido (ver Ross (2011)), si el nimero de

eventos es contabilizado mediante un proceso de Poisson, entonces la variable aleatoria que describe
el tiempo entre eventos tiene una distribucion de tipo exponencial.

El estadistico del tiempo total de prueba ¢ se muestra en (6), ver Hollander (1999)

1 n-1
e=< 5, 6)
i3
El cual tiene valor esperado y varianza dados en (7)
n—1 n—1
= = 7
Ele] 5 Var|e] T (7)

El estadistico €, dado en (6), en el analisis estadistico de la confiabilidad de componentes y sistemas,
es comun referirle como, estadistico de Epstein o estadistico del tiempo total de prueba. Dicho
estadistico define una distribucion conocida como distribucién de Epstein (Ver tabla A34 en Hollander
(1999) péag. 735).

Una vez dado el estadistico de prueba, se puede definir formalmente las pruebas de hipétesis a
utilizar. Como se sabe (ver cualquier libro de estadistica, por ejemplo Hines (2008)) para cada tipo de
prueba, estd se puede definir de tres formas, segun las caracteristicas de interés o lo que deseemos
contrastar; dos pruebas unilaterales y una prueba de forma bilateral. Por otra parte, dadas las IFR y
DFR, es posible describir cada prueba de hipétesis con diferentes palabras, entre paréntesis se
describe la prueba segun la “forma” de la funcién tasa de falla.

Caso unilateral IFR, segin Hollander (1999):

H,: La distribucion F del tiempo de vida es exponencial
H,: La distribucion F del tiempo de vida no es exponencial (y por tanto es IFR)
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para un nivel de significancia a de la prueba, rechazar H, si € > e,, donde e, es un valor en la
distribucion de Epstein generada por ¢, tal que Ple = e,] = a. Epstein (1960) mostré que, si la

., . . . Si . . . . .,
hipétesis H, es cierta, entonces los cocientes S—‘ para todo i =1,..,n—1, tienen una distribucion
n

uniforme en (0,1). Por tanto, de acuerdo a lo comentado en la Nota, esto seria representativo de un
tiempo entre eventos de tipo exponencial. Como en este caso cada evento corresponde al registro de
una falla, bajo la hipétesis de que H, es cierta entonces la distribucion con que se presentan las fallas
o digamos, la distribucion de vida del componente no es de tipo exponencial

La forma en que se describe la prueba anterior, la hipoétesis alternativa H; en la prueba de hip6tesis
anterior, se basa en la region de rechazo que se considere dentro de la distribucion de Epstein. De
esta forma se tiene que las otras 2 pruebas de hipétesis que se pueden construir son:

Caso unilateral DFR:

H,: La distribucion F del tiempo de vida es exponencial
H,: La distribucion F del tiempo de vida no es exponencial (y por tanto es DFR)

. . . . . -1
para un nivel a de significancia de la prueba, rechazar H; si € < nT—ea, donde e, es un valor en la
distribucion de Epstein generada por ¢, tal que P[e = ¢, ] = a.

Caso bilateral IFR/DFR:

H,: La distribucion F del tiempo de vida es exponencial
H,: La distribucion F del tiempo de vida no es exponencial (y por tanto es IFR o DFR)

. . . . . -1 Z
para un nivel @ de significancia de la prueba, rechazar H, si € < nT —eq/2 0& = ey, donde e, , €S UN

valor en la distribucién de Epstein generada por ¢, tal que P[e > ea/z] = a/2. En este ultimo caso, el
rechazo de H, y por tanto la aceptacion de la hipotesis H;, no es representativo de afirmar que el
componente sea IFR o DFR, pues habiendo rechazado la distribucion exponencial, ambas clases por
definicion son disjuntas. Para decidir si es de un tipo u otro seria necesario realizar otros ensayos u
otro tipo de andlisis experimental.

3. RESULTADOS

Como elemento experimental se analizé una banda elastica comercial de latex de 2.1cm de didmetro
utilizada en bisuteria, como las mostradas en la Figura 3, todo esto con la finalidad de determinar su
probabilidad de falla y contrastar la hipotesis de un comportamiento IFR en ésta.

Figura 3. Ligas de latex empleadas para determinar el alargamiento y/o rompimiento de la liga bajo carga.
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Esta banda elastica fue sometida bajo una carga de 0.25 Kg mientras se determinaba el alargamiento
resultante como funcion del tiempo. La Figura 4 muestra el dispositivo empleado.

El sistema de medicion para la determinacién del alargamiento de la banda elastica en funcion del
tiempo consistié de una interfase Pasco modelo Science Workshop 750 acoplada a una PC. A ésta se
le adapté un sensor de movimiento Pasco Scientific Motion Sensor Il CI-6742. Este sensor permitio
monitorear la posicion o distancia a la base del portapesas mediante el software, a partir de esta
referencia, fue posible determinar los alargamientos sucesivos en funcion del tiempo de la banda
elastica. La frecuencia de muestreo utilizada fue de 5Hz.

-
ensor de alargamiento C)

Figura 4. Dispositivo para determinar el alargamiento y/o rompimiento de la liga bajo carga como funcién del tiempo.

Los resultados del alargamiento en funcién del tiempo se ilustran en la Figura 5 para una muestra de 5
bandas elasticas.

T T T
0.5 1 Punto de ruptura — )
04 | Alargamiento con carga (.25Kg) ~__ |
v
E
o
=] 0.3 1
[}
S Posicion inicial —m— Liga 1
S, sincarga e Liga2
S FUPION !
= —A— L!ga 3
—wv— Liga 4
02 1 Liga s
T T T
10 100 1000

Tiempo (s)

Figura 5. Comportamiento temporal del alargamiento y falla de una muestra de 5 bandas elasticas sometidas a
una carga de tension constante de 0.25kg.
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Como puede apreciarse en la Figura 5, existen 3 etapas en el alargamiento temporal de la banda
elastica. La etapa inicial en donde el sistema se encuentra sin carga, mientras que aproximadamente
a un tiempo de 20 segundos inicia la etapa intermedia, ya que el sistema se carga y muestra el
alargamiento correspondiente de la liga que se mantiene practicamente constante al trascurrir el
tiempo, mientras que la etapa final ocurre cuando la liga se rompe y se identifica el punto de ruptura
correspondiente.

A partir de estos resultados, se determinaron los correspondientes tiempos de ruptura para cada
banda elastica, cada uno de estos tiempos representara la falla de la banda de latex. En total se
realiz6 el experimento con una muestra de 12 bandas de idénticas caracteristicas (salvo su color).
Dichos resultados se resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Tiempos de ruptura para la banda elastica.

Muestra Tiempo de ruptura (seg.)
1 435
2 450
3 569
4 885
5 709
6 423
7 436
8 546
9 284
10 630
11 437
12 908

Obteniendo una media muestral para el rompimiento de la liga de 559.3s y una desviacion estandar de
192.4s

Una vez obtenida la informacién muestral, se calcul6 el valor del estadistico (6), que en este caso
tiene un valor de, ¢ = 8.8543.

El interés es contrastar la hipétesis respecto a que las bandas de latex tienen una tasa de falla
estrictamente creciente conforme pasa el tiempo, es decir, su resistencia es del tipo IFR. Con una
probabilidad de cometer un error tipo | de 5%, obtenemos un valor critico de 7.07, de acuerdo a la
tabla de la distribucidn de Epstein, (ver Hollander (1999), pag. 735)

Dado que el estadistico de prueba tiene un valor mayor al valor critico, entonces se rechaza la
hipétesis nula, es decir, la distribucion del tiempo de falla efectivamente es de clase IFR, de lo cual se
puede decir que las ligas de latex tienen un comportamiento creciente a fallar con el paso del tiempo.

4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se mostraron las bases y fundamentos de la prueba estadistica no paramétrica
de Epstein, o también llamada prueba del tiempo total de prueba.

El interés en esta prueba surgié como una medida para determinar caracteristicas y comportamientos
de determinados materiales, los cuales se encuentran sujetos a una tensién que genera un desgaste
al paso del tiempo. Se comenzé con un ejemplo que se puede considerar sencillo, como es la
utilizacion de las bandas de latex, sin embargo, un propésito mas adelante es determinar
caracteristicas para las fibras de algododn y textiles.

Debe mencionarse que, la aplicacion de las pruebas descritas en este trabajo, estd basada en la
hipétesis de que la funcién tasa de falla de la distribucién de vida de la componente tenga un
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comportamiento: constante o no constante, a lo largo del tiempo. Sin embargo, como se mencioné
anteriormente, puede ocurrir que la verdadera naturaleza del componente sea distinta y mas compleja
que contrastar la hipétesis de una tasa de falla constante. Asi, por ejemplo, el rechazo de H,, y por
ende la aceptacion de la hipétesis H,, debe ser tomada con cuidado ya que pudiera no representar
realmente una afirmacion de que la distribucion de vida y por tanto la componente sea de
caracteristicas IFR (o DFR).

Finalmente, es de comentar que este tipo de analisis es de gran interés en el laboratorio de fisica a
nivel superior, pues permite elucidar el disefio de experimentos espaciales como el astromovil
curiosity.
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